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PEMODELAN GEOMETRI MENGGUNAKAN TEORI SET KABUR 
ABSTRAK 
 
 
Pemodelan geometri dan teori set kabur telah dikembangkan dan diguna dengan 
meluasnya dalam berbagai cabang matematik, termasuk juga sains dan kejuruteraan. 
Supaya model yang boleh dipercayai diperolehi, parameter bagi persamaan yang 
terlibat mestilah tepat. Bagaimanapun, nilai-nilai yang tepat tidak selalunya dapat 
dibekalkan, dan lazimnya pada suatu tahap tertentu selalunya tidak pasti. Tesis ini  
memperkenalkan model hibrid kabur berasaskan pemodelan geometri rangup dan teori 
set kabur. Oleh itu, beberapa model hybrid kabur seperti model fungsi splin kabur, 
model Bezier kabur, model splin-B kabur dan model “NURBS” kabur untuk perwakilan 
lengkung dan permukaan bagi set data ketakpastian dikaji dan dibangunkan. Nombor 
kabur digunakan bagi membina takrif titik kawalan kabur dan knot kabur untuk 
perkembangan lengkung dan permukaan kabur dalam pemodelan geometri. Tesis ini 
juga membincang model  lengkung dan permukaan splin-B kabur berasaskan data 
kabur yang kompleks dan model splin penyahkaburan dengan menggunakan titik 
kawalan yang dinyahkaburan. Untuk menguji dan menganalisis model, kita memilih set 
data nyata Zon1:Tasik Kenyir, yang telah dipungut dari uji kaji fizikal. Dengan 
menggunakan data yang dikutip, permukaan splin-B bagi  Zon1: Tasik Kenyir dijana 
dalam kedua-dua bentuk kabur dan penyahkaburan, dan ralat ketakpastian antara 
splin-B rangup dan splin-B penyahkaburan dibandingkan. Akhir sekali, dapatan kajian 
dan beberapa aspek kajian selanjutnya dalam bidang pemodelan geometri dengan 
menggunakan teori set kabur  dibincangkan. 
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GEOMETRIC MODELLING USING FUZZY SET THEORY 
 
ABSTRACT 
 
Geometric modelling and fuzzy set theory have been developed and widely used in 
various branches of  mathematics, as well as in sciences and engineering. In order to  
achieve reliable model, the parameters in the governing equations must be exact. 
However, those exact values are not often be provided, and normally to some degree 
are always uncertain. This thesis introduces fuzzy hybrid model based on crisp 
geometric modelling and fuzzy set theory. Therefore, several possible fuzzy hybrid 
models, such as fuzzy function spline model, fuzzy Bezier model, fuzzy B-spline model 
and fuzzy NURBS model for curves and surfaces representation of uncertain data set 
are studied and developed. Fuzzy numbers are used to construct the definitions of 
fuzzy control points and fuzzy knots for the development of fuzzy curves and fuzzy 
surfaces in geometric modelling. We also discuss fuzzy B-spline curves and surfaces 
model which is based on complex fuzzy data and defuzzification spline model using 
defuzzified control points.  For testing and analyzing the models, we chose real data 
set of Zon1: Tasik Kenyir that was collected through physical experiments. Using the 
data collected, the B-spline surfaces of Zon1: Tasik Kenyir were generated in both 
fuzzy and defuzzification formed, and the uncertain error between crisp and defuzzified 
B-spline is compared. Finally, the results and some aspects of further research in the 
area of geometric modelling  using fuzzy set theory are  discussed. 
 
BAB 1 
PENGENALAN   
 
Sesungguhnya manusia menjadikan matematik sebagai ilmu asas, atau 
perantaraan untuk pelbagai tujuan ilmu dan kehidupan harian. Kita memerlukan model 
matematik yang sesuai untuk tujuan menganalisis, merekabentuk dan membuat 
keputusan. Menganalisis data dan merekabentuk model untuk masalah ketakpastian 
dengan menggunakan kaedah pemodelan geometri berbantukan komputer merupakan 
satu cabaran bentuk baru yang mampu kita tangani. Pembinaan model ketakpastian 
sama ada untuk lengkung atau permukaan yang boleh dilaksanakan untuk 
menyelesaikan  masalah itu adalah sukar dan mencabar kerana faktor ketakpastian 
yang bersifat ambiguiti dan kekelaman yang perlu diambil kira. Persoalan data yang 
bersifat ambiguiti dan kekelaman ini pula biasanya tidak dapat diselesaikan melalui 
kaedah statistik. Malah, model-model rangup yang sedia ada tidak berupaya 
menanganinya dengan berkesan kerana sebahagian data yang mempunyai tahap 
ketakpastian itu akan diabaikan. Dengan yang demikian, hasil penyesuaian sama ada 
berbentuk lengkung atau permukaan akan hanya mewakili maklumat yang mengenai 
data berkeahlian penuh sahaja, sedangkan data yang tidak berkeahlian penuh dalam 
set semestanya perlulah diambil kira juga supaya analisis dan pemodelannya akan 
memberikan keputusan terbaik. Jadi, dengan melakukan hibrid antara pemodelan 
geometri dengan teori set kabur yang sedia ada, akan membolehkan kita membina 
beberapa perwakilan matematik dalam bentuk model terbaru yang bercirikan 
kekaburan, fungsinya boleh mewakili dan merangkumi kesemua aspek data, iaitu 
bahagian rangup dan kabur adalah terangkum dalam hasil penyesuaiannya. 
 
Pemodelan geometri adalah berkenaan dengan kaedah pembinaan perwakilan 
matematik untuk bentuk geometri, manakala teori set kabur adalah berkenaan dengan 
perwakilan matematik yang bertujuan membina konsep dan teknik untuk menangani 
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persoalan ketakpastian yang bukan bersifat statistik. Kedua-dua bidang ini telah 
berkembang dan digunakan secara meluas, tetapi berasingan dalam pelbagai bidang 
sains, reka bentuk dan kejuruteraan. Pembinaan model matematik yang 
menggabungkan pemodelan geometri dengan teori set kabur untuk menyelesaikan 
masalah data ketakpastian yang bersifat ketaktentuan berbentuk ambiguiti dan 
kekelaman akibat dari kesilapan manusia atau proses perolehan data merupakan satu 
pendekatan baru yang mencabar. Malah, dalam mengkuantitatifkan setiap titik data 
bersifat ketakpastian yang tersebar itu, kita memerlukan kaedah atau pendekatan baru 
yang lebih semula jadi (kaedah kabur) serta dapat menghuraikan komplikasinya secara 
bermatematik dalam bentuk yang mudah dan senang difahami. Penyesuaian data, 
sama ada untuk  lengkung atau permukaan interpolasi atau penghampiran juga sukar 
kerana komponennya yang  bersifat kabur. Akibatnya, maklumat dan realiti berkenaan 
data dalam set semestanya juga tidak dapat diperihal sepenuhnya ke dalam bentuk 
lengkung atau permukaan melalui pemodelan geometri kaedah  biasa. Oleh yang 
demikian, model hibrid antara pemodelan geometri dengan teori set kabur adalah 
wajar dikaji dan perlulah diperkenalkan dalam tesis ini. 
   
 Matlamat utama tesis ini ialah untuk membina perwakilan geometri 
menggunakan pendekatan kabur untuk penyelesaian masalah data dengan 
memperkenalkan model kabur dan model penyahkaburan. Model-model yang akan 
diperkenalkan ialah model fungsi splin kabur (splin penyahkaburan), model splin Bezier 
kabur (splin Bezier penyahkaburan), model splin-B kabur (splin-B penyahkaburan) dan 
model  splin-B nisbah tak seragam kabur atau “NURBS” (Non Uniform Rational B-
Spline) kabur (NURBS penyahkaburan). Model tersebut, seperti Bezier kabur 
(penyahkaburan) dan splin-B kabur (penyahkaburan) yang dihasilkan akan diuji tahap 
keberkesanannya menerusi sampel data nyata. Data Zon1:Tasik Kenyir Terengganu 
(Surfer-200106.srf/INOS_UMT) yang mempunyai ketakpastian pada paksi-z telah 
dipilih dalam ujian ini . Akhir sekali, permukaan splin dasaran akan diplot menerusi 
 
3
model   splin-B kabur dan splin-B penyahkaburan kubik yang selanjar dan licin sebagai 
pengujian terhadap tahap kecekapan model yang dihasilkan menerusi kaedah ini. 
 
  Disebabkan data dan splin adalah berkait rapat, oleh sebab itu matlamat utama 
membina model splin kabur adalah untuk merangkumi data yang mempunyai 
ketakpastian. Oleh yang demikian, langkah pengkaburan set data tersebut 
menggunakan teori set kabur adalah sangat wajar dan amat tepat sekali. Seperti mana 
yang pernah dilakukan oleh Zadeh (Zadeh, 1965), iaitu set rangup dalam teori set 
klasik dengan gred keahliannya yang tertakrif pada set {0,1} boleh dikaburkan dengan 
pengitlakkan set biasa dalam teori tersebut  kepada set kabur dengan gred 
keahliannya tertakrif dalam selang tertutup [0,1]. Berdasarkan prinsip yang serupa, 
perwakilan berangka titik kawalan rangup dapat dikaburkan dan penakrifannya boleh 
dilakukan berdasarkan konsep nombor kabur. Jika titik kawalan kabur tersebut diadun 
dengan fungsi asas bagi splin, maka beberapa model splin yang bercirikan kekaburan 
akan dapat dibentuk dan ianya boleh memberikan sumbangan besar kepada 
perkembangan bidang ilmu yang telah sedia ada. Malah model hibrid ini boleh 
menghuraikan komplikasi data dalam bentuk lengkung atau permukaan apabila setiap 
titik data tersebut dianggapkan sebagai titik kawalan kabur. Akhir sekali, bentuk 
lengkung atau permukaan penghampiran data Zon1 yang dikaburkan akan dapat 
disuaikan menerusi model kabur dan model penyahkaburan yang dibangunkan. 
 
 Bidang pemodelan geometri telah berkembang dan digunakan secara meluas 
dalam reka bentuk, pemodelan lengkung dan permukaan bagi sesuatu objek 
menggunakan set titik kawalan rangup. Dengan titik kawalan rangup yang ditetapkan, 
lengkung atau permukaan penghampiran atau interpolasi akan dicapai menerusi 
beberapa model tertentu dengan berbantukan komputer. Oleh yang demikian, ia 
menjadikan bidang ini sangat penting dan amat diperlukan dalam pelbagai bidang lain 
termasuk bidang sains dan kejuruteraan. Sebagai contoh, pemodelan geometri telah 
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digunakan dalam bidang grafik berkomputer, reka bentuk berbantukan komputer 
(Computer Aided Design), pembuatan berbantukan komputer (Computer Aided 
Manufacturing) dan lain-lain termasuklah bidang perwakilan data bagi tujuan analisis 
dan simpanan data. Lihat (Farin, 1997, 1999; Dierckx,1993; Elaine et al., 2001; Faux & 
Pratt, 1990; de Boor, 1972; Jamaludin & Abd. Fatah, 2005). 
 
 Dalam masalah ketakpastian, didapati bahawa konsep ketakpastian paling awal 
yang pernah dibincang dengan menggunakan mantik ialah seperti yang dibincang oleh 
Black (Black, 1937), dan seterusnya diperkembangkan lagi oleh Zadeh (Zadeh,1965) 
dengan memperkenal teori set kabur khusus untuk manangani masalah ketakpastian 
yang bukan bersifat berketentuan. Tetapi kajian mengenai kaedah pembinaan 
perwakilan matematik untuk masalah ketakpastian ini dengan menggunakan teori set 
kabur masih pada tahap permulaan (Martin, 1990; Anile et al., 2000). Dalam kajian 
analisis dan pemodelan geometri, pembinaan model bagi perwakilan data bersifat 
ketakpastian masih menjadi masalah utama (Abd. Fatah et al., 2004), yang tidak boleh 
diselesaikan sepenuhnya dengan menggunakan kaedah pemodelan biasa  kerana 
data tersebut yang bersifat kabur (Gallo & Spinello, 2000; Jacas et al., 1997). Dengan 
kemunculan konsep matematik beserta sifat aljabarnya yang ditakrif secara kabur 
seperti yang diperkenalkan Zadeh (Zadeh, 1965), maka maksud kuantitatif dan 
kualitatif bagi data ketakpastian ini telah diterjemah pengertiannya ke dalam bentuk set 
kabur yang tertakrif di atas garis nyata (Anile, 1995; Bodjanova, 2002, 2005; Chanas, 
2001; Dubois & Prade, 1985; Zhang et al., 2005). Justeru itu, penggabungan secara  
bersepadu di antara teori set kabur dengan pemodelan geometri yang sedia ada akan 
memberikan dalam bentuk model hibrid sebagai model alternatif yang boleh berfungsi 
menyelesaikan masalah sama ada yang berbentuk rangup, kabur dan penyahkaburan. 
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1.1 Latar Belakang Kajian dan Sorotan Kepustakaan 
 Kajian tesis ini berlatar belakang pemodelan geometri dan teori set kabur. 
Bahagian ini membincang beberapa dapatan kajian yang lepas dan sorotan 
kepustakaan kajian dalam bidang teori set kabur dan pemodelan geometri. Hasil kajian 
yang membincang masalah perwakilan data ketakpastian menerusi nombor kabur 
akan diteliti dan dikaji. Keutamaan juga diberikan kepada dapatan kajian sedia ada 
dalam bidang pemodelan  lengkung dan permukaan yang menggunakan pendekatan 
kabur dan penyahkaburan. 
 
 Konsep kekaburan yang paling awal dibincang menggunakan mantik ialah 
konsep “kekelaman” seperti yang dikemukakan oleh Black (Black, 1937). Melalui 
konsep fungsi cirian, sifat kekelaman dan ambiguiti yang wujud pada unsur dalam set 
biasa dapat dinyatakan secara kuantitatif dengan suatu gred yang nilainya antara 0 
dan 1. Dengan itu, Zadeh (Zadeh, 1965; 1966) mula memperluaskan teori set kabur 
dan sistemnya sebagai model umum bagi masalah ketakpastian yang digunakan 
dalam sistem kawalan dan kejuruteraan dengan memperluaskan “set rangup” atau 
“crisp set” kepada “set kabur” atau “fuzzy set” menggunakan konsep fungsi cirian atau 
fungsi indeks. Set kabur dengan sistem yang telah mantap digunakan untuk 
membangunkan sistem mantik kabur (Zadeh, 1966; 1983). Dalam konteks pemodelan 
geometri melalui set kabur, mengikut Konsinski (Konsinski, 2006), teori nombor kabur 
yang banyak diterima pakai ialah konsep nombor kabur yang dibincang oleh Dubois 
dan Prade (Dubois & Prade, 1993) yang mengelaskan fungsi keahlian kepada nombor-
(kiri-kanan) dalam bentuk fungsi L dan R. Prinsip perluasan yang diperkenalkan Zadeh 
(Zadeh,1983), telah dilaksanakan untuk nombor kabur Dubois & Prade dalam 
pengoperasiannya. Sifat aljabar serta ciri-ciri penting nombor kabur telah banyak 
dibincangkan (Zadeh, 1975a; Jain, 1976a; Giachetti & Young, 1997). Pengoperasi  set 
dan nombor kabur seperti operasi penambahan, pendaraban, kesatuan, persilangan 
dan pelengkap dalam konteks tesis ini  dirujuk kepada (Zadeh, 1983; Konsinski, 2006). 
 
6
Takrif nombor kabur dalam konteks yang lebih umum dan penggunaannya di dalam 
pemodelan geometri adalah seperti yang dikemukakan oleh Konsinski (Konsinski, 
2004), iaitu penyusunan struktur serta sifat aljabarnya yang lebih bersifat gunaan. 
Manakala kaedah penyahkaburan nombor kabur (atau data kabur) kita merujuk kepada 
Konsinski dan Bodjanova (Konsinski, 2004; Bodjanova, 2005). 
  
 Dalam pemodelan geometri, ruang Affin yang  terdiri dari pungutan titik yang 
mewakili kedudukan vektor arah beserta sifat aljabarnya adalah menjadi asas penting 
dalam pembinaan model sebagai perwakilan matematik bagi lengkung atau 
permukaan yang boleh dimanipulasi melalui komputer. Setiap bentuk geometri akan 
direka bentuk modelnya berdasarkan kedudukan titik kawalan rangup dan struktur 
matematik akan diterbitkan ke dalam bentuk rumus dan algoritma yang akan 
diimplimentasikan ke dalam komputer dengan hasilnya adalah berbentuk lengkung 
atau permukaan. Segmen lengkung atau permukaan yang dihasil menggunakan 
kaedah penghampiran atau interpolasi boleh disambung secara selanjar (Peters, 1991; 
De Rose, 1985) untuk membentuk lengkung atau permukaan splin yang licin dan 
sesuai digunakan dalam reka bentuk geometri (Bartels et al., 1987; Elaine et al., 2001; 
de Boor, 1978; Dirckx, 1993). 
 
 Konsep lengkung dan permukaan Bezier rangup telah dibangunkan secara 
berasingan oleh de Casteljau (1959) dan Bezier (1963) untuk industri automobil.  
Skema yang dibangunkan dijadikan asas yang penting dalam reka bentuk geometri 
berbantukan komputer. Walaupun kedua-dua Bezier dan de Casteljau telah berjaya 
membangunkan model lengkung Bezier rangup untuk pemodelan, tetapi perluasannya 
kepada konsep permukaan adalah berbeza. Sebagai contoh, Bezier menggunakan 
hasil darab tensor lengkungnya bagi menghasilkan suatu bentuk permukaan yang licin 
serta selanjar. Lihat (de Casteljau, 1986; Farin 1990; 1992;  Peters, 1991; Dahmen, 
1981; De Rose,1985). 
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 Tidak seperti Bezier, lengkung splin-B rangup merupakan cebisan polinomial 
iaitu gabungan segmen lengkung polinomial yang boleh merekabentuk bentuk 
geometri yang licin serta selanjar dengan lengkungnya yang bersifat setempat. Sifat 
kawalan setempat ini banyak memberikan kelebihan kepada model splin-B rangup 
dalam pemodelan geometri. Dengan melakukan perubahan terhadap kedudukan titik 
kawalan atau nilai knot yang tertentu, bentuk lengkung atau permukaan splin-B akan 
turut berubah secara setempat di dalam poligon titik kawalan tersebut. Lengkungnya 
mudah dikendalikan dan fungsi asasnya ditakrifkan secara rekursif (de Boor,1987; 
Farin,1990; Lane & Riesenfeld 1980). Oleh sebab kedua-dua bentuk iaitu bentuk 
Bezier dan bentuk splin-B rangup diperihal oleh polinomial, maka algoritma bagi 
menukar titik kawalan di antara kedua-duanya telah diketahui umum. Lihat (Boehm,  
1977; Jean, 2000; Gallier, 2000). 
  
 Splin Bezier rangup yang dibina berasaskan polinomial  (Sablonniere, 1978; 
Farin, 1997) akan dijadikan asas penting dalam pembinaan model Bezier kabur dalam 
konteks pemodelan geometri. Konsep splin Bezier telah diperluas oleh Gordon dan 
Riesenfeld (Gordon & Riesenfeld 1974) kepada  konsep splin-B (splin asas) dengan 
menukarkan polinomial Bernstein kepada fungsi asas splin-B yang memiliki ciri-ciri 
penting dalam reka bentuk yang tidak terdapat dalam fungsi asas Bernstein.  Ciri 
penting yang dimaksudkan ialah sifat kawalan lengkung atau permukaan rangup 
secara setempat (Farin, 1997). Curry dan Schoenberg (Curry & Schoenberg, 1966) 
telah membincang kaedah penghampiran splin-B rangup berasaskan teori 
penghampiran dan kemudiannya dikembang oleh de Boor dan Cox (de Boor, 1976). 
Riesenfeld (Riesenfeld, 1973) telah mengaplikasikan teori penghampiran splin-B ini 
dalam pemodelan geometri berbantukan komputer atau “CAGD” seperti reka bentuk 
permukaan menggunakan kaedah hasil darab tensor. Perkara yang menarik dibincang 
oleh Riesenfeld ialah splin-B rangup yang bersifat setempat dengan fungsi asas tak 
negatif dan hasil tambahnya sama dengan satu. Oleh itu, dengan kedua-dua sifat ini 
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dapat memberi jaminan bahawa penghampiran splin-B akan sentiasa berada di dalam 
kecembungan hulnya. Dengan itu,  lengkung yang terhasil akan bersilang dengan garis 
lurus sebanyak (n-1) kali lebih kecil daripada n perubahan tanda dan fungsinya akan 
menjadi lebih licin, lihat (de Boor, 1978;  Dahmen, 1980; Dahmen & Micchelli, 1983) 
untuk keterangan lanjut. Model splin-B nisbah tak seragam atau lebih dikenali sebagai 
model “NURBS” rangup diperluas dari konsep splin-B rangup dengan penambahan 
nilai yang dinamai pemberat terhadap pekalinya. Model NURBS ini merupakan 
penyelesian kepada masalah dalam reka bentuk geometri kerana ianya lebih tepat dan 
juga licin (Piegl, 1991; Piegl & Tiller,1995; Ma & Kruth, 1994). 
 
Sabin (Sabin, 1976) membina permukaan bentuk splin-B segi tiga rangup 
dengan menggunakan jaring segi tiga de Boor dan dijana secara rekursif (Boehm, 
1985) dan secara subbahagian (Boehm, 1983; 1982).  
 
Dapatan kajian lepas yang berkaitan dengan penggunaan teori set kabur ialah 
hasil yang menyentuh isu data ketakpastian. Kajian analisis yang berkenaan data 
ketakpastian menggunakan teori set kabur telah mendapat perhatian ramai selepas 
Burrough (Burrough, 1996) membincang konsep data ketakpastian yang mengfokus 
kepada masalah sempadan data yang tak menentu menggunakan set kabur. Manakala 
dalam teori sukatan pula, Mauris (Mauris et al., 2001) menggunakan pendekatan 
serupa bagi mengungkap pengertian mengenai sifat ketakpastian ke dalam bentuk set 
sukatan. Giachetti dalam tesisnya (Giachetti, 1996) telah menggunakan nombor segi 
tiga kabur sebagai model sokongan dalam reka bentuk masalah ketakpastiannya.   
 
 Sehingga kini, fenomenon dan masalah ketakpastian yang berkaitan set data 
seperti yang dibincang masih menjadi persoalan yang manarik. Kemajuan dan 
pencapaian terkini dalam kajian mengenai teori set kabur telah membolehkan 
fenomena seperti ini dapat diperihal secara kuantitatif dengan hanya di atas suatu 
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selang yang merupakan set sokongan bagi set kabur yang terletak di atas garis nyata 
(Kaufmann & Gupta, 1988). Penakrifan set secara pasangan tertib unsur generik 
dengan gred keahlian pula telah membuka ruang yang begitu luas kepada 
perkembangan teori matematik pemodelan, iaitu setiap unsur set  boleh dinyatakan 
secara gandingan dalam bentuk unsur pasangan tertib seperti dalam set kabur (Anile 
et al., 1995; Dubois & Prade, 1988; Gorgoryan & Rheingans, 2004). 
 
 Secara umumnya didapati bahawa, fenomenon ketakpastian ini ialah model 
nombor kabur serta operasinya telah digunakan sebagai alat  penting dalam 
pemerihalan skop  dan struktur data input  seperti yang dibincang dalam (Zadeh, 1966; 
Klir dan Yuan, 1995). Prinsip perluasan Zadeh (Zadeh, 1983), yang membentuk teori 
asas aritmetik kabur telah  membolehkan fungsi bernilai nyata dapat diperluas kepada 
fungsi yang bernilai nombor kabur.  Hal seperti ini, Klimke & Wohlmuth (Klimke & 
Wohlmuth, 2005) telah membincang pemodelan ketakpastian menggunakan nombor 
kabur dan aritmetik kabur dengan membuat pengiraan terhadap fungsi bernilai kabur 
menggunakan interpolasi titik grid. Manakala penghampiran secara selang bagi 
nombor kabur dibincang oleh Chanas (Chanas, 2001). Penggunaan konsep aritmetik 
kabur dalam pengiraan selang dan pemodelan ketakpastian telah dibincang oleh 
Hanss (Hanss, 2002).  Bodjanova (Bodjanova, 2002) pula memperluaskan konsep 
pengitlakkan set aras-α nombor kabur dengan membincang kaedah penyahkaburan 
nilai median dan selang median. Manakala Bodjanova (Bodjanova, 2005), konsep nilai 
median dan selang median bagi suatu nombor kabur diperluaskan kepada  konsep 
nilai pusat dan konsep selang pusat dengan penggunaan yang berbeza.  
 
 Terdapat beberapa kajian mengenai perwakilan data ke dalam suatu bentuk 
lengkung atau permukaan menerusi teori set kabur seperti berikut:  
• Jaccas (Jaccas et al.,1997) telah membincang beberapa model yang berasaskan 
sistem set kabur untuk CAGD. Menerusi mantik kabur, Castro (Castro, 1995) 
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mengguna sistem mantik kabur dan hukum JIKA dan MAKA, penghampiran 
lengkung dan permukaan Bezier telah dibincangkan. Nombor kabur dalam bentuk 
lenguistik, Jaccas (Jaccas et al., 1993) telah menggunakanya sebagai 
pembolehubah dalam sistem pemodelannya. 
• Anile dan rakan-rakan (Anile et al., 2000) telah membincang masalah pemodelan 
data dalam sistem maklumat geografi atau “GIS” menggunakan splin asas kabur 
melalui kaedah penghampiran. Splin-B rangup dan selang splin-B  diitlakkan 
secara langsung menggunakan aritmetik kabur dalam pembentukkan permukaan.  
Data ketakpastian disukat menggunakan prinsip nombor kabur dan jumlahnya 
dikurangkan  dengan mengabai sebahagian data yang tidak berkaitan. Data 
bermatra satu dan dua telah diuji tahap keberkesanan modelnya.  
• Gallo & Spinello (Gallo & Spinello, 2000)  menggunakan model splin asas yang 
diperkenalkan Anile dan rakan-rakan (Anile et al., 2000)  dalam menyelesaikan 
masalah yang serupa. Data kabur diturunkan ke dalam bentuk data sel, maka 
dengan nombor kabur,  aritmetik kabur dan prinsip perluasan (Anile et al.,1995), 
penghampiran permukaan splin kabur telah memberikan hasil yang memuaskan. 
Data asli Gunung Mount Etna digunakan bagi ujian penghampiran dan 
pelaksanaan model kaburnya. 
• Idea yang menjurus kepada pemodelan geometri pepejal  yang berbentuk 
ketakpastian telah disoroti oleh Martin (Martin, 1990). Reka bentuk geometri 
pepejal tinjauan Martin ini telah mencetuskan pelbagai idea mengenai kaedah 
pemodelan dan reka bentuk bentuk geometri pepejal dengan set data ketakpastian. 
Manakala kaedah pelicinan lengkung dengan menggunakan set kabur seperti yang 
dibincang oleh Moon (Moon, 1998).   
 
 Berikut adalah ulasan ringkas dapatan dalam kajian lepas mengenai teori set 
kabur dan pemodelan geometri  yang akan dirujuk dan dijadikan rujukan utama  dalam 
kajian tesis ini. 
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• Teori set kabur (Zadeh, 1965; Dubois & Prade, 1980) akan dijadikan asas penting 
dalam perbincangan tesis ini. Sifat aljabar dan aritmetik set kabur dirujuk kepada 
(Anile et al., 1995; Kaufmann & Gupta, 1991). Manakala konsep nombor kabur dan 
operasinya dirujuk kepada (Bodjanova, 2002; Dubois & Prade,1978; Konsinski, 
2006). Prinsip perluasan dan pengitlakkan nombor kabur dirujuk kepada (Chanas,  
2001; Dubois & Prade, 1985).  Prinsip penyahkaburan, panduannya ialah 
(Bodjanova, 2005). Mengenai data ketakpastian, lihat (Anile et al., 2000; Abd. 
Fatah et al., 2004; Hong & Lee 2002). Analisis selang dirujuk kepada (Moore, 1966). 
Struktur nombor kabur untuk pemodelan lihat (Moller et al., 2004). Masalah dan 
pendekatan kepada data ketakpastian, panduannya ialah (Pang et al., 1997). 
• Dalam pemodelan geometri, pemodelan lengkung dan permukaan dalam konteks 
rangup dirujuk kepada (Farin,1990, 1997; Faux & Pratt, 1990). Takrif Bezier rangup 
panduannya rujuk kepada (de Boor, 1978; Farin,1983; Gordon & Riesenfeld,1974). 
Splin-B rangup lihat (Boehm,1977; Catmull & Clark,1978; Cox, 1972; de Boor, 1972; 
Gordon & Riesenfeld, 1974)  dan “NURBS” rangup lihat (Farin, 1997; Piegl, 1991; 
Piegl & Tiller,1995). Keselanjaran lengkung dan permukaan dirujuk (Farin,1982; 
Riesenfeld,1973, 1981). 
• Pemodelan masalah ketakpastian menggunakan set kabur seperti yang dibincang 
dalam (Anile et al., 2000; Lodwick & Santos, 2003; Abd. Fatah et al., 2004; Mauris 
et al., 2001; Gallo & Spinello, 2000; Giachetti et al., 1997).  Penyesuaian data dan 
teori penghampiran dirujuk ( Schumaker,1976). 
 
1.2   Objektif  Kajian 
 Antara objektif utama kajian dalam tesis ini adalah seperti berikut: 
(i) Untuk membangunkan model geometri menggunakan teori set kabur yang 
boleh dilaksanakan untuk menyelesaikan masalah data. 
(ii) Untuk memperkenalkan model splin kabur serta sifatnya untuk pemodelan 
geometri dan analisis data. 
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(iii) Untuk memperkenalkan model splin penyahkaburan sebagai model splin 
tunggal yang berbeza dari model splin rangup. 
(iv) Untuk mengkaji dan menganalisis masalah data Zon 1: Tasik Kenyir yang 
bersifat ketakpastian menerusi kaedah dan model yang diperkenalkan. 
 
1.3   Implikasi Kajian 
Model geometri yang dihasil melalui pendekatan kabur ini mempunyai banyak 
kelebihan. Bagi titik kawalan yang ditakrif secara kabur dan penyahkaburan, 
implikasinya dalam pembinaan takrif model geometri berpengertian kabur dan 
penyahkaburan. Banyak persoalan dalam set data dapat diatasi dan dirumus secara 
matematik ke dalam bentuk lengkung dan permukaan kabur. Sebagai contoh, data 
ketakpastian yang kompleks  boleh diperihal melalui model lengkung atau permukaan 
splin-B kabur yang  bersifat selanjar, licin dan kawalan setempat. Model yang dihasil 
melalui kaedah yang dikaji dalam tesis ini boleh dijadikan panduan asas dalam 
menyelesai masalah penyesuaian dan reka bentuk lengkung atau permukaan geometri 
yang kompleks kerana titik kawalannya bersifat kabur dan modelnya ditakrif oleh fungsi 
polinomial secara cebis demi cebis. 
 
1.4   Pernyataan Masalah dan Masalah Kajian 
 Penglibatan teori set kabur dalam menyelesaikan masalah ketidakpastian amat 
luas dalam semua bidang ilmu. Pembangunan dalam bidang pemodelan geometri pula 
adalah sejajar dengan perkembangan era teknologi moden masa kini. Tetapi, 
perkembangan dalam kajian tentang pembinaan perwakilan matematik dengan data 
ketakpastian masih pada tahap permulaan. Persoalannya, bagaimanakah cara untuk 
membina suatu model splin untuk lengkung atau permukaan yang selanjar serta licin 
dengan menggunakan set titik kawalan yang ditakrif secara kabur sebagai sebahagian 
dari model geometri berasaskan teori set kabur, modelnya boleh mewakili semua 
maklumat kekaburan yang  wujud  dalam set data dengan berbantukan  komputer ? 
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 Berikut adalah beberapa permasalahan yang akan dikaji dalam tesis ini. 
• Masalah pembinaan takrif titik kawalan dan takrif titik knot melalui set kabur. 
• Pembinaan perwakilan titik data ketakpastian melalui struktur nombor kabur. 
• Mengkaji masalah pembinaan model geometri untuk lengkung atau permukaan 
berdasarkan titik data ketakpastian melalui konsep titik kawalan kabur (titik kawalan 
penyahkaburan) yang dipilih mengikut set aras-α  nombor kabur.  
• Mengkaji masalah pengkaburan data dan penyesuaiannya dengan lengkung atau 
permukaan kabur menggunakan kaedah penghampiran atau interpolasi.   
• Masalah penyahkaburan titik data kabur dan pembinaan model penyahkaburan 
untuk lengkung dan permukaan tunggal. 
• Mengkaji ciri-ciri penting model yang dihasil menerusi contoh penyesuaian splin 
kabur, splin Bezier kabur, splin-B kabur dan splin NURBS kabur. 
• Membina model penyahkaburan bagi setiap model kabur yang dihasilkan. 
• Pelaksanaan model kabur dan model penyahkaburan terhadap set data nyata yang 
bersifat ketakpastian. 
 
1.5   Kandungan Tesis  dan Pendekatan Pembinaan Model Kabur 
 Tesis ini mengandungi tujuh bab utama yang bermula dengan bab pengenalan 
yang menyentuh perkara seperti masalah kajian, latar belakang, sorotan kepustakaan, 
objektif serta implikasi kajian, pernyataan masalah dan penyusunan tesis. Diikuti 
dengan Bab 2 yang membincang tajuk-tajuk asas iaitu teori set kabur dan pemodelan 
geometri. Jadi, tiga bab iaitu Bab 3 sehingga Bab 5 yang akan membincang model-
model penting sebagai hasil kajian dalam tesis ini. Manakala dua bab lagi akan 
menyentuh aspek pelaksanaan model, perbincangan dapatan kajian  dan  penutupan. 
 
 Bab 3 membincang kaedah pemodelan geometri dengan menggunakan fungsi 
splin kabur untuk melukis lengkung dan permukaan kabur. Fungsi analisis dengan 
pekalinya yang ditakrif melalui prinsip nombor kabur turut dibincang. Contoh lengkung 
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dan permukaan yang dihasil melalui model splin ini diberikan melalui beberapa  contoh 
berangka pada akhir bab ini nanti. 
 
Dalam Bab 4, takrif titik kawalan kabur dan titik kawalan penyahkaburan 
diperkenalkan melalui konsep nombor kabur. Dengan takrif titik kawalan kabur yang 
diperkenalkan, model lengkung dan permukaan Bezier kabur beserta sifatnya akan 
dikaji. Oleh sebab kekurangan sifat kawalan setempat dalam Bezier kabur, model ini 
akan diperluas lagi kepada model splin yang lebih umum, iaitu model splin-B kabur 
seperti dalam  Bab 5.  Perluasan model splin-B kabur adalah dengan berdasarkan titik 
kawalan seperti dalam model Bezier kabur. Dengan titik knot rangup dan knot kabur 
yang relatif dengan jumlah titik kawalan kabur akan menentukan peringkat bagi splin-B 
kabur. Dalam Bab 5  juga akan membincang model splin-B berdasarkan set data  
ketakpastian dengan pelaksanaannya akan dibincang dalam Bab 6. Melalui konsep 
nilai pemberat, model splin-B nisbah tak seragam kabur atau NURBS kabur beserta 
sifatnya akan diperkenal pada bahagian akhir Bab 5. Setiap model kabur yang 
dihasilkan, akan diturun kepada model berbentuk tunggal melalui proses 
penyahkaburan mudah dan modelnya dikenali sebagai model penyahkaburan atau 
model ketakpastian tunggal.   
 
  Aspek penggunaan, pelaksanaan dan pengujian tahap keberkesanan model 
yang dihasilkan akan dilakukan menerusi contoh set data yang dipungut melalui aktiviti  
fizikal di satu lokasi Tasik Kenyir di Negeri Terengganu. Data yang diperoleh adalah 
bersifat kabur, faktor-faktor kaburannya akan dibincang dalam  Bab 6. Akhir sekali,  
Bab 7 akan menbincangkan kesimpulan dan perumusan hasil kajian tesis serta 
cadangan masalah kajian dan penyelidikan lanjutan.  Kesemua tujuh bab beserta 
tajuk-tajuknya yang dimuatkan sebagai kandungan tesis ini disusun seperti yang 
ditunjuk pada Rajah 1.1. 
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Rajah 1.1  Penyusunan dan organisasi tesis. 
 
 Di antara konsep dan pendekatan pembinaan model geometri menggunakan 
teori set kabur ialah set data rangup akan diproses melalui kaedah pengkaburan bagi 
menghasilkan set data kabur yang boleh digunakan. Langkah seterusnya, model kabur 
dan model penyahkaburan digunakan untuk melukis lengkung atau permukaan. 
Langkah-langkahnya seperti yang diilustrasi dalam Rajah 1.2 - 1.4 berikut. 
 
 
 
Rajah 1.2   Ilustrasi proses dan konsep pemodelan geometri teknik kabur. 
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Rajah 1.3   Proses pemodelan lengkung kabur dan lengkung penyahkaburan. 
 
 
 
 
 
 
 
Rajah 1.4  Proses pemodelan permukaan kabur dan permukaan penyahkaburan. 
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BAB 2 
PEMODELAN GEOMETRI DAN TEORI SET KABUR 
 
2.0  Pengenalan 
  Pemodelan geometri dan teori set kabur adalah dua bidang berbeza yang 
mempunyai peranannya masing-masing dalam perwakilan matematik, satu dalam 
perwakilan bentuk geometri dan satu lagi dalam perwakilan bentuk data.  Perwakilan 
matematik untuk lengkung atau permukaan dihasilkan menerusi model geometri 
dengan berdasarkan set titik kawalan yang ditetapkan. Manakala teori set kabur pula 
boleh mewakili fenomenon data ketakpastian ke dalam bentuk kepastian kuantitatif dan 
kualitatif menerusi konsep nombor kabur. Jadi, kedua-dua bidang ini adalah sama 
penting dengan kekuatannya yang berbeza, satu dalam bidang pemodelan dan satu 
lagi dalam bidang teori set kabur. Sebagai objektif utama tesis, iaitu penggabungan 
antara kedua-duanya di dalam satu tajuk yang khusus, maka beberapa konsep asas 
yang berkaitan dengan kedua-dua tajuk ini akan diberikan di dalam bab ini. 
 
 Bidang pemodelan geometri  menjadi lebih penting selepas perang dunia kedua. 
Oleh sebab bidang pemodelan ini dapat menyediakan rangka kerja asas matematik 
untuk pengiraan berkomputer, maka penggunaannya tidak hanya terbatas kepada reka 
bentuk model dalam grafik berkomputer dan dalam kejuruteraan untuk barangan 
buatan dan pengilangan sahaja, malah modelnya telah digunakan secara meluas 
dalam pelbagai bidang lain seperti analisis data, perubatan, perhutanan, perikanan, 
sains samudra dan  alam sekitar. Dengan berbantukan komputer,  pemodelan yang 
berasaskan polinomial seperti splin Bezier rangup, splin-B rangup (splin asas) dan 
NURBS rangup akan menjadi lebih mudah, cepat dan menarik, malah  telah digunakan 
dalam menyelesai masalah ketakpastian dalam geometri. Lihat  (Sarkar & Menq,1991;  
Rockwood & Chambers, 1996; Peters, 1991).  
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 Kita sedia maklum bahawa sistem titik kawalan sangat berperanan dalam 
pembinaan model dan reka bentuk geometri. Jika titik kawalan atau pekali geometri ini 
ditakrif secara kabur dengan menggunakan prinsip dan sifat nombor kabur, maka 
model yang didasari oleh titik kawalan ini akan menjadi lebih berkesan dan mampu 
menangani masalah data yang akibat dari sifat ambiguiti dan kekelaman (Zadeh, 1965; 
Gallo et al., 2000; Lodwick & Santos, 2003; Konsinski, 2006).  Pembinaan model untuk 
reka bentuk geometri dengan pengertian kabur akan menjadi lebih mudah dan senang 
difahami dengan kelebihan yang terdapat dalam konsep penggredan keahlian dalam 
set kabur yang akan diberikan. Dengan yang demikian, pemodelan geometri 
menggunakan teori set kabur akan menjadi lebih penting dan bersifat universal kerana 
modelnya dapat mewarisi sifat ketakpastian data ke dalam bentuk lengkung atau 
permukaan kabur dan penyahkaburan. Seterusnya, model yang diperkenalkan 
menerusi kaedah ini akan menjadi model baru yang bersifat gunaan dan boleh 
menyelesai masalah yang berkaitan reka bentuk dan pemodelan.   
 
 Dalam bab ini, pemodelan geometri dalam konteks rangup akan dibincang dan 
beberapa prinsip dasar dalam teori set kabur akan diberi, tetapi secara berasingan. 
Model-model asas splin rangup seperti model splin Bezier, model splin-B  dan model 
NURBS dikemukakan  sebagai sebahagian asas penting dalam bahagian pembinaan 
model geometri hibrid menggunakan prinsip-prinsip dalam set kabur. Perkaitan antara 
kedua-duanya akan diitlakan dan dibincang secara terperinci dalam bab seterusnya di 
bawah tajuk model fungsi splin kabur, model Bezier kabur, model splin-B kabur dan 
model NURBS kabur.  Model geometri yang dibina di atas landasan dan prinsip dalam 
set kabur ini telah digariskan sebagai salah satu objektif utama dalam bab pengenalan 
dalam tesis ini. Semua model geometri yang dikemukakan dalam bab ini adalah 
dianggap sebagai rangup supaya hubungannya dengan model geometri kabur nanti 
akan lebih jelas sifatnya. 
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2.1 Pembinaan Model Lengkung Bezier Rangup 
 Model dalam pemodelan geometri berbantukan komputer yang asas binaannya 
melibatkan polinomial yang diperkenalkan oleh Schoenberg (1946) ialah model 
lengkung Bezier rangup. Model ini telah dibangunkan, tetapi secara berasingan oleh 
Paul de Casteljau (1956) dan Piere Bezier (1962). Sejak  itulah, cebisan polinomial 
telah digunakan dalam pemodelan  berbantukan komputer seperti yang dilakukan oleh 
de Casteljau (Citroen), Pere Bezier (Renault), Birkhoff dan Garabedian (General Motor) 
dan Ferguson (Boeing). Mereka ini menggunakan polinomial atas beberapa sebab 
tertentu,  iaitu modelnya mudah dikawal, pengiraannya tidak begitu rumit dan mudah 
melakukan suatu  perubahan  terhadap lengkungnya. Tentang pengrekursifan, Cal de 
Boor (de Boor,1972) mengemukakan rumus rekursi yang mudah dan stabil. Dengan 
gabungan cembung bagi dua splin asas berperingkat yang lebih rendah meningkatkan 
nilai darjah bagi yang seterusnya. Pengrekursifnya adalah stabil disebabkan gabungan 
sebutan yang bersifat positif.  
  
 Dalam bahagian ini, konsep asas dan model lengkung Bezier rangup beserta 
sifatnya dibincangkan. Takrif dan contoh lengkung Bezier rangup diberikan, ciri-ciri 
penting lengkung seperti keselanjaran, kelicinan dan kecembungan ditunjukkan dalam 
beberapa contoh. Takrif dan sifat asas ini diberikan, kerana akan digunapakai   dalam  
bahagian pemodelan lengkung Bezier yang berprinsipkan teori set kabur dalam bab 
seterusnya. 
 
2.1.1 Konsep Asas 
 Sebagai asas dalam pembinaan model lengkung Bezier rangup, konsep set 
rangup, set cembung, hul cembung dan polinomial Bernstein beserta sifatnya akan 
dibincang dalam bahagian ini.  
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 (a)  Misalkan X  sebagai set semesta dan  P  adalah subset bagi X.  Set P 
dikatakan  rangup  jika untuk setiap unsur  XPi ∈   wujud fungsi cirian, }1,0{: →XPμ  
yang ditakrif sebagai  
⎩⎨
⎧
∈
∉=
PP
PP
P
i
i
iP 1
0
)(μ  
dan },...,,{ 10 nPPPP =  dikatakan set rangup terhingga jika untuk XPi ∈ adalah 
terhingga dan gred keahlian untuk setiap i  ialah 1)( =iP Pμ . 
 
 (b)  Misalkan  nPPP ,...,, 10  adalah titik rangup dalam set P.  P dikatakan  set 
kecembungan rangup jika untuk sebarang dua titik rangup iaitu PPP ji ∈,  dengan 
jjii PaPaP +=  adalah suatu gabungan cembung  yang terkandung di dalam  P.  Lihat 
Rajah 2.1. 
 
   set cembung   set tak cembung 
Rajah 2.1  Set cembung dan set tak cembung rangup. 
 
 (c)  Set yang mengandungi semua titik rangup bagi  P yang boleh ditulis 
sebagai gabungan cembung dari titik nPPP ,...,, 10   dinamakan kecembungan hul 
rangup bagi titik nPPP ,...,, 10 . Lihat Rajah 2.2. 
 
Rajah 2.2   Rantau kecembungan hul titik nPPP ,...,, 21 . 
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(d)  Bentuk polinomial boleh diperihal dengan cara berlainan  yang lebih 
menarik berdasarkan kaedah perihalan polinomial Bernstein. Keadah ini telah dijadikan 
sebagai alat asas yang digunakan dalam  reka bentuk model lengkung Bezier rangup 
berperingkat  (n+1).   
 
 Sekarang, Kita pertimbang rumus binomial ini
n
i
n tt
i
n
tt −
=
−⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛=+−= ∑ )1())1((1
0
 
dengan pekali binomial .1!0  dan  
)!(!
! =−=⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛
ini
n
i
n
Maka polinomial Bernstein 
berdarjah  n  ditakrif sebagai 
Rtnitt
i
n
tB inini ∈∈−⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛= − },,...,1,0{,)1()( .                                 (2.1) 
dan rumus rekursi  untuk polinomial Bernstein ditakrif  oleh persamaan 
)()()1()( 11
1 ttBtBttB ni
n
i
n
i
−
−
− +−=  .                                           (2.2) 
 
Rajah 2.3  Lengkung polinomial )(1 tBi , )(
2 tBi , )(
3 tBi dan )(
4 tBi  yang digunakan dalam 
penjanaan lengkung Bezier berdarjah =n 1, 2, 3  dan 4. 
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 Sifat  polinomial Bernstein (Farin, 1993) dikemukakan bagi membantu kita 
dalam memahami ciri-ciri penting yang terdapat dalam model lengkung Bezier secara 
lebih mendalam kerana dengan polinomial yang sama kita akan gunakan untuk 
penjanaan beberapa model splin Bezier dalam konteks kabur nanti. 
• 
⎩⎨
⎧
=
−===
ni
ni
BB ni
n
i  atau  0untuk1
1,...,2,1untuk0
)1()0(  
• Simetri jika  )1()( tBtB n inni −= −  dan normal jika  ∑
=
=
n
i
n
i tB
0
1)( . 
•  Positif jika 10  untuk  0)( ≤≤≥ ttBni dan )(tBni  mempunyai hanya satu titik 
maksimum setempat. ]).1,0([  polinomial bagi asas adalah },...,1,0,{ n
n
i PniB =  
 
2.1.2  Lengkung Bezier Rangup 
 Lengkung Bezier rangup kubik dibina menggunakan empat titik kawalan rangup 
dan bilangan titik yang lebih digunakan untuk peringkat lengkung yang lebih tinggi. 
Misalkan 3210  dan  ,, PPPP adalah titik kawalan rangup yang diberikan.  Maka lengkung  
Bezier rangup kubik  yang merupakan fungsi berparameter yang ditakrif sebagai  
10),()( 3
3
0
3 ≤≤= ∑
=
ttBPtBez i
i
i                                    (2.3) 
dengan  
• 330 )1()( ttB −= , 231 )1(3)( tttB −= , )1(3)( 232 tttB −=  dan 333 )( ttB = sebagai 
fungsi adunan Bernstein atau fungsi asas Bezier rangup kubik dan 
• iP  adalah titik kawalan rangup atau pekali geometri. 
 
 Jika kita setkan titik kawalan rangup },,,{ 3210 PPPPP = yang diberi dalam 
pelbagai kedudukan, maka lengkung Bezier rangup kubik dapat dihasilkan dalam 
pelbagai bentuk seperti yang ditunjukkan dalam Rajah 2.4. Secara amnya, lengkung 
Bezier rangup adalah mudah difahami, dengan darjah yang lebih tinggi, lengkung yang 
lebih licin dapat dicapaikan dan dengan sedikit perubahan pada kedudukan titik 
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kawalan dalam set  kawalan poligon rangupnya, keseluruhan lengkungnya juga akan 
turut berubah. Perubahan seperti ini telah disifatkan sebagai satu kelemahan yang 
terdapat di dalam model lengkung Bezier rangup. Ini bermakna, model Bezier ini tidak 
mempunyai sifat pengawalan yang dapat pengawal lengkungannya secara setempat, 
sedangkan sifat ini amat berguna sekali dan diperlukan oleh pereka di dalam reka 
bentuk lengkung atau permukaan yang lebih kompleks. Perubahan terhadap titik 
kawalan rangup yang memberi kesan kepada perubahan bentuk lengkung secara 
keseluruhan dan perubahan ini boleh dilihat seperti yang ditunjukkan pada  Rajah 2.6. 
 
 
 
Rajah 2.4  Lengkung Bezier kubik dalam bentuk 2D dan 3D dengan titk kawalan 
rangup },,,{ 3210 PPPP dalam pelbagai kedudukan yang berbeza. 
 
 
 
Rajah 2.5  Lengkung Bezier berperingkat lebih tinggi dalam 3D dengan titik kawalan 
yang lebih dari empat.  
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 Keseluruhan lengkung Bezier rangup akan berubah apabila kedudukan salah 
satu  dari titik kawalannya telah diubah, iaitu 1P  dari set poligon kawalan },,{ 210 PPP  
yang diubah, bentuk keseluruhan lengkung di dalam set poligon kawalan tersebut juga 
turut berubah, lihat Rajah 2.6. 
 
Rajah 2.6  Sifat perubahan terhadap lengkung Bezier rangup. 
 
  
 Secara amnya, lengkung Bezier rangup boleh dibina dengan sebarang jumlah 
titik kawalan. Jika },...,,{ 10 nPPPP =   adalah  (n+1) titik kawalan rangup dengan  
 [0,1]∈= αt sebagai parameter, maka lengkung  Bezier rangup berdarjah n dan 
berperingkat  (n+1) adalah ditakrif sebagai 
10),()(
0
≤≤= ∑
=
ttBPtBez ni
n
i
in                                            (2.4) 
dengan )(tBezn adalah nilai pada  lengkung polinomial yang berpadanan dengan 
parameter . [0,1]∈= αt Manakala n adalah darjah bagi lengkung, iaitu darjah  
polinomial dalam fungsi Bernstein dan iP adalah titik kawalan rangup yang ke-i atau 
pekali geometri yang akan membentuk suatu poligon kawalan rangup yang boleh 
mengawal pembentukkan lengkung yang  terhasil dalam hul cembungnya. 
},...,1,0{,)1()( nitt
i
n
tB inini ∈−⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛= −   adalah fungsi asas Bernstein atau fungsi   adunan 
